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В работе изучается задача о минимуме линейного функционала определенного 
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1. Допустим, что управляемый процесс описывается следующей 
системой линейных разностных уравнений  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ),,,,,,,,,1 xtuxtfxtyxtBxtzxtAxtz ++=+  
  100100 ...,1,;1...,1, xxxxtttt +=−+= ,                               (1) 

              ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ),,,,,,,,1, xtuxtgxtyxtDxtzxtCxty ++=+  
                        1...,1,;...,1, 100100 −+=+= xxxxtttt  
с краевыми условиями 
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Здесь ( )xtA , , ( )xtB , , ( )xtC , , ( )xtD ,  – заданные дискретные мат-
ричные функции соответствующих размерностей, ( ) ( )( )xtyxtz ,,,  – ( )mn +  
мерный вектор состояния, ( )xa  и ( )tb  заданные, соответственно, n  и m -
мерные дискретные вектор-функции, 0t , 1t , 0x , 1x  – заданы, причем раз-
ности 01 tt − , 01 xx −  есть натуральные числа, ( )uxtf ,, , ( )uxtg ,,  – задан-
ные  непрерывные по u  при всех ( )xt,  n  и m -мерные вектор-функции 
соответственно, ( )xtu ,  r - мерный вектор управляющих воздействий со 

58 



значениями из заданного непустого и ограниченного множества rRU ⊂ , 
т.е. 

( ) Uxtu ∈, ,  ( ) XTxt ×∈, , { } { }( )1...,,1,,1...,,1, 100100 −+=−+= xxxXtttT . (3) 
Такие управляющие функции назовем допустимыми управлениями. 
На решениях краевой задачи (1)-(2), порожденных всевозможными 

допустимыми управлениями, определим функционал 
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Здесь ( )xc  и ( )td  – заданные n  и m -мерные дискретные вектор 
функции. 

Рассмотрим задачу о минимуме функционала (4) при ограничениях 
(1)-(3). 

Допустимое управление ( )xtu , , доставляющее минимум функцио-
налу (4) при ограничениях (1)-(3) назовем оптимальным управлением, а 
соответствующий процесс ( ) ( ) ( )( )xtyxtzxtu ,,,,,  – оптимальным процес-
сом. 

2. Вычислим приращение функционала (4) соответствующее до-
пустимым управлениям ( )xtu ,  и ( ) ( ) ( )xtuxtuxtu ,,, ∆+= . 

Через ( ) ( )( )xtyxtz ,,,  и ( ) ( ) ( )( ,,,, xtzxtzxtz ∆+=  ( ) ( ) ( ))xtyxtyxty ,,, ∆+=  
обозначим решения краевой задачи (1)-(2) соответствующие допустимым 
управлениям ( )xtu ,  и ( ) ( ) ( )xtuxtuxtu ,,, ∆+= . 

Имеем 
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Ясно, что ( ) ( )( )xtyxtz ,,, ∆∆  является решением краевой задачи 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )[ ],,,,,,,,,,,,1 xtuxtfxtuxtfxtyxtBxtzxtAxtz −+∆+∆=+∆ (6) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )[ ],,,,,,,,,,,1, xtuxtgxtuxtgxtyxtDxtzxtCxty −+∆+∆=+∆  
( )
( ) .0,

,0,
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0
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                                               (7) 

Предположим, что ( )xtp ,  и ( )xtq ,  пока неизвестные n  и m -
мерные вектор-функции и введем функцию Гамильтона-Понтрягина 

                 ( ) ( ) ( )uxtgquxtfpqpuxtH ,,,,,,,, ′+′= . 
Из (6) получаем, что 
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Заменой переменных легко доказать, что 
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Учитывая тождества (8), (9), (10), (11) в (5) получим 
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Если предположить, что вектор-функции ( )xtp ,  и ( )xtq ,  удовле-
творяют соотношениям 
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тогда формула приращения (12) примет вид 
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Система разностных уравнений (13) с краевыми условиями (14) 
назовем сопряженной системой в задаче (1)-(4). 

3. Формула приращения (15) позволяет доказать необходимое и 
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достаточное условие оптимальности в форме дискретного условия мак-
симума. 

Теорема 1. Для оптимальности допустимого управления ( )xtu ,  
необходимо и достаточно, чтобы соотношение 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )ξθξθξθξθξθξθξθ ,,,,,,,,,,,,,max qpuHqpvH
Uv

=
∈

,    (16) 

выполнялось для всех T∈θ , X∈ξ . 
Доказательство. 
Необходимость. Пусть ( )xtu ,  оптимальное управление. Докажем, 

что выполняется соотношение (16). 
В силу оптимальности управления ( )xtu ,  из формулы приращения 

(15) получаем, что  
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В силу произвольности ( )xtu ,  можно его определить по формуле 
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Здесь T∈θ , X∈ξ  – произвольные точки, а Uv∈  произвольный 
вектор. Принимая во внимание (18) в неравенстве (17), получаем 

  ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) 0,,,,,,,,,,,,, ≤− ξθξθξθξθξθξθξθ qpuHqpvH , 
что равносильно (16). 

Достаточность. Предположим, что для ( )xtu ,  выполняется усло-
вие максимума (16). Докажем, что управление ( )xtu ,  оптимальное. 

Из (16) следует, что для любого ( ) Uvv ∈= ξθ ,  
  ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) 0,,,,,,,,,,,,,, ≤− ξθξθξθξθξθξθξθξθ qpuHqpvH . 
Из последнего неравенства в силу произвольности ( )ξθ ,  следует, 

что 
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Учитывая неравенство (17) получим, что 
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Следовательно 
                           ( )( ) ( )( )ξθξθ ,, uSvS ≥ , 

для всех ( ) Uv ∈ξθ , . 
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Из последнего соотношения следует, что управление ( )xtu ,  явля-
ется оптимальным управлением. 

Этим достаточность доказана. 
4. Рассмотрим более общий случай функционала качества. Рас-

смотрим задачу о минимуме функционала. 
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при ограничениях 
( ) Uxtu ∈, ,   Tt∈ ,   Xx∈ ,                                        (21) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ),,,,,,,,,1 xtuxtfxtyxtBxtzxtAxtz ++=+                (22) 
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Здесь ( )zx,1ϕ  ( )( )yt,2ϕ  заданная непрерывная по совокупности пе-
ременных вместе с частными производными по z  ( )y  и выпуклая по z  
( )y  скалярная функция, а данные задачи (22)-(23) удовлетворяют тем ус-
ловиям гладкости, которые приведены в п.1. 

Пусть ( ) ( ) ( )( )xtyxtzxtu ,,,,,  фиксированный, а ( ) ( ) ( )( ,,,, xtuxtuxtu ∆+=  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ))xtyxtyxtyxtzxtzxtz ,,,,,,, ∆+=∆+=  – произвольный – допус-

тимые процессы. 
Тогда, при помощи формулы Тейлора приращение функционала 

(20) записывается в виде 
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Считая ( ) ( )( )xtqxtp ,,,  решением сопряженной системы 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ),,,,,,1 xtqxtCxtpxtAxtp ′+′=−                          (25) 

                         ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),,,,,1, xtqxtDxtpxtBxtq ′+′=−  
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ϕ                                      (26) 

                       ( ) ( )( ) ,,,1, 12
1 y
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∂

∂
−=−

ϕ  

введем функцию Гамильтона-Понтрягина 
              ( ) ( ) ( )uxtgquxtfpqpuxtM ,,,,,,,, ′+′= . 
С учетом (25)-(26) формула приращения (24) по аналогии с форму-
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лой (15) преобразуется к виду 
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Выпуклость функций ( )zx,1ϕ , ( )yt,2ϕ  соответственно по z  и y  
означает, что ( )( ) 0,11 ≥∆ xtzο , ( )( ) 0, 12 ≥∆ xtyο . Поэтому из (27) следует, что 
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При помощи неравенства (28) доказывается  
Теорема 2. При сделанных предположениях для оптимальности 

допустимого управления ( )xtu ,  в рассматриваемой задаче достаточно, 
чтобы неравенство 
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выполнялось для всех ( ) Uxtv ∈, , Tt∈ , Xx∈ . 
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ROSSER TİPLİ SİSTEMLƏRLƏ BİR XƏTTİ OPTİMAL İDARƏETMƏ  

MƏSƏLƏSİ HAQQINDA 
 

S.Ş.QƏDİROVA 
 

XÜLASƏ 
 

Məqalədə bir sinif Rosser tipli xətti diskret iki parametrli sistemlərlə təsvir olunan 
optimal idarəetmə məsələsinə baxılır. Funksional xətti olan halda optimallıq üçün zəruri və kafi 
şərt isbat olunmuşdur. Funksional qeyri-xətti və qabarıq olduqda isə maksimum prinsipinin 
kafi olduğu isbat olunmuşdur. 

 
Açar sözlər: Rosser tipli sistem, optimallıq üçün zəruri və kafi şərt, diskret 

maksimum prinsipi. 
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ON ONE LINEAR CONTROL PROBLEM OF ROESSER  
TYPE HYBRID SYSTEMS 

 
S.Sh.GADIROVA 

 
SUMMARY 

 
 The paper considers an optimal control problem described by a class of Roesser type 
linear two parameter discrete systems. Necessary and sufficient conditions of optimality have 
been proved. 
  
 Key words: Roesser type system, necessary and sufficient optimality conditions, dis-
crete maximum principle. 
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